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第 4日 講義補足ノート
有効因子の半正性と近傍の解析構造

小池 貴之（筑波大学） 2026年 10月 29日

本稿は第 4日の板書講義に沿って定義・主張・証明を整理し, 講義で省略した詳細を「補足」に記した

ものである. もととなる板書原稿は著者が手書きで用意したものであり, 本稿はその原稿を ChatGPT

に読み取らせ, 講義ノート [LN] との照合のうえ, 講義で説明しきれなかった詳細を受講者が講義ノー

トで確認できるよう, 適宜補足と参照を付す作業を依頼して作成した. 講義で述べた数学的内容と講義

ノートの記載については著者自身が確認しているが, 本稿の書き起こし・補足・参照の作成は大部分を

ChatGPTに委ねている. 本稿についても著者が一部を確認・修正し, 確認した範囲では問題ないと判

断して公開しているものの, 全体を逐一検証したものではない. 書き起こしや補足・参照の細部には誤

りが残っている可能性があることに留意されたい.

主定理の証明は概略とする. 以下,「講義ノート」は Complex Analytic Geometry and Dynamics on

Analytic Neighborhood Spaces, Version 1.1（2026年 10月 28日）[LN]である. ローマ数字で始ま

る定理・命題・補題・定義の番号と,「講義ノートの式」と明記した番号は, すべてこの版の番号を指し,

本稿自身の番号とは区別する.

1 多重劣調和函数の存在を問う

第 2 日までは, 与えられた複素多様体上に適切な多重劣調和函数が存在する状況を主に扱ってきた.

第 3日の近傍の解析構造の議論を踏まえ, 第 4日では, 幾何学的な条件からそのような函数の存在や非

存在をどのように示すかを考える.*1 有効因子が定める正則直線束の曲率を通して, 多重劣調和函数と

近傍の構造を結びつけることが目標である. まず, 講義の出発点となる二つの設定を挙げる.

1.1 曲面内のコンパクト曲線と自己交点数

X を連結コンパクト複素曲面, Z ⊂ X を正則に埋め込まれたコンパクト Riemann面とする. その法

束を NZ/X と書くと, 自己交点数は
(Z2) = degNZ/X

で与えられる. 実際, NZ/X ' [Z]|Z である（講義ノートの例 III.2.145; 因子に対応する直線束 [Z]は

次節で定義する）.

*1 第 1日に Levi問題に関連して説明したように, 十分な量や種類の正則函数の存在があらかじめ分かっている状況では, そ
れらを活用して多重劣調和な exhaustion函数などを構成しやすい. ここで問うのは, 擬凸性の観点からより微妙な状況で
の存在・非存在である.
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(i) (Z2) > 0の場合. このときX は射影代数的であり, X \Z はアフィン曲面への固有改変である.*2

また, X \ Z は強 1-凸である.*3 これは [KU, Corollary 5.1およびその直前の議論]の, 曲線が非

特異かつ既約な場合に当たる. 講義ノートの系 V.5.7とその証明, ならびに収縮の一般論につい

て講義ノートの定理 III.2.183, 講義ノートの注意 III.2.184も参照されたい.

(ii) (Z2) < 0の場合. Z は強擬凸な近傍からなる基本近傍系を持ち, 各近傍は強 1-凸である（Grauert

の結果および Grauert–Mumford の収縮判定: [G], [R, Chapter 9, §9.8, Theorem 9.14]; 講義

ノート §V.5.1も参照）. これに対し, コンパクト曲面から Z を除いた X \ Z は弱 1-完備にはな

らない.

(iii) (Z2) = 0の場合. 自己交点数だけでは近傍の函数論は決まらない. 第 3日に扱った上田理論の諸

現象が, この場合に現れる.

1.2 領域の多重劣調和な定義函数

もう一つの設定は, 複素多様体 X 内の局所擬凸な領域 Ωである. 局所擬凸性は, 各境界点に座標近傍

V を取り, V ∩ Ωが擬凸となるという局所的な条件である（講義ノート §III.2.10）. これを踏まえ, Ω

を定める函数自体を多重劣調和に選べるかを問う.

C∞ 境界を持つ領域の定義函数とは, 境界近傍 V 上の C∞ 実数値函数 ρで,

Ω ∩ V = {x ∈ V | ρ(x) < 0}, ∂Ω = {x ∈ V | ρ(x) = 0}, (dρ)p 6= 0 (p ∈ ∂Ω)

を満たすものである. 強 1-完備な領域であっても, 定義函数を境界近くで多重劣調和に選べるとは限ら

ない. 以下の定理は, その違いを明確に示す.

定理 1.1 (Nemirovski [Nem, Proposition 2およびその直後の系]). X を複素曲面, Ω b X を相対コ

ンパクトな強 1-完備領域とし, ∂Ωは非空で C∞ かつ Levi平坦であるとする. ρを Ωの近傍で定義さ

れた Ωの C∞ 定義函数とする. このとき, 任意のコンパクト集合 K ⊂ Ωに対して, ρ|Ω\K は多重劣調

和ではない.

証明. あるコンパクト集合 K ⊂ Ωに対して ρ|Ω\K が多重劣調和であると仮定する. ∂Ωのコンパクト

性と dρ 6= 0より, 十分小さい管状近傍 V と ε > 0を取り,

Mt := {x ∈ V | ρ(x) = t} (−ε < t ≤ 0)

がコンパクトな C∞ 実超曲面となるようにできる. ここでM0 = ∂Ωであり, t < 0ならMt ⊂ Ω \K

となるように V を選ぶ. 各Mt には ρ < t側の境界としての向きを入れる.

以下では講義ノートと同じ正規化

dc =
1

4π
√
−1

(∂ − ∂̄), ddc =

√
−1

2π
∂∂̄

*2 射影代数的とは, ある複素射影空間内で有限個の斉次多項式の共通零点集合として実現できることをいう. 射影空間への正
則埋め込みとの関係は, 講義ノートの定理 III.2.172（Chowの定理）とその前後の説明を参照されたい.

*3 講義ではモデルケースとして, X = P2 で Z が無限遠直線の場合を挙げた. このとき X \ Z ' C2 であり, |z1|2 + |z2|2

が C∞ 強多重劣調和 exhaustion函数となるので, 補集合は強 1-完備である.
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を用いる. この正規化で, 次の函数 F を定める.

F (t) :=

∫
Mt

dcρ ∧ ddcρ (−ε < t ≤ 0).

まず F (t) ≥ 0を確かめる. X 上に補助的な Hermitian計量を選び, ρの増加する側を向くMt の実

単位法線を ν とする. J を複素構造とすると, Jν はMt に接し,

(dcρ)(Jν) = − 1

4π
(dρ)(J2ν) =

1

4π
(dρ)(ν) > 0.

また, 複素接空間 HMt := TMt ∩ J(TMt)上では dcρ = 0である. Jν の方向に続けて HMt の複素向

きを取ると, これはMt の境界向きになる. ρの多重劣調和性により ddcρの HMt への制限は半正なの

で, dcρ ∧ ddcρはこの向きに関して非負である. 境界 t = 0についても連続性により同じことがいえる.

これらの関係は講義ノートの小演習 III.1.16(i), (iii)にも記されている.

次に, −ε < t < s ≤ 0に対して Stokesの公式を用いると,

F (s)− F (t) =

∫
{x∈V |t<ρ(x)<s}

d(dcρ ∧ ddcρ)

=

∫
{x∈V |t<ρ(x)<s}

(ddcρ)2 ≥ 0.

ここで積分領域の閉包は V 内でコンパクトであり, その境界は向きも含めてMs t (−Mt)である. 従っ

て F は広義単調増加である.

M0 = ∂Ωが Levi平坦なので F (0) = 0である. 以上から

0 ≤ F (t) ≤ F (0) = 0 (−ε < t ≤ 0)

となる. 各Mt 上の被積分形式は接方向の Levi形式の正の倍に当たる非負密度だから, 積分が 0である

ことから Levi形式は各点で消える. 従って全てのMt が Levi平坦である.

t < 0を一つ固定する. 強 1-完備な Ω上の C∞ 強多重劣調和 exhaustion函数を取り, そのMt 上で

の最大値を実現する点を pとする. pを通る Levi葉に制限すると, 強劣調和函数が内点 pで局所最大値

を取ることになり, 最大値原理に反する.

補足 1.2 (講義ノートの定理との対応). 講義ノートの定理 III.2.191では, コンパクト Levi平坦境界の

両側の近傍上で多重劣調和な定義函数が存在しないという形で述べられている. 上の証明は境界の内側

の正則レベルとその間の領域だけを用いているため, 講義で用いた定理 1.1の形にもそのまま適用でき

る. Levi平坦性から Levi葉層を得る点については, 講義ノートの小演習 III.1.16(iv)とその直後の説明

を参照されたい.

2 因子とそれに対応する正則直線束

ここからは最初の設定へ戻り, 因子が定める正則直線束の半正性と, その台の近傍の函数論との関係

を考える. この節では, 因子・局所定義函数・対応する直線束の規約を揃える. 以下, X は複素多様体と

する.
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2.1 複素超曲面と因子

定義 2.1 (複素超曲面). 純余次元 1の閉解析的集合 Z ⊂ X を複素超曲面という. 各点の十分小さい連

結近傍 U 上では, 恒等的に 0ではない正則函数 f ∈ OX(U)を用いて

Z ∩ U = {x ∈ U | f(x) = 0}

と書ける（講義ノートの定義 III.2.51, 講義ノートの命題 III.2.60）.

非空な複素超曲面が, それぞれ全体より真に小さい二つの閉解析的部分集合の和集合としては表せな

いとき, 既約という. 直観的には, これ以上複数の複素超曲面に分けられないことを意味する. 正確な定

義は講義ノートの定義 III.2.39を参照されたい.

補足 2.2 (重複を持たない局所定義函数). 超曲面 Z の消滅イデアル層を IZ と書く.*4 上の f は, さ

らに IZ |U = fOU を満たすように選べる. Weierstraß の予備定理から局所環 OX,p が UFD である

ことが分かるので, 重複度は一変数の場合と同じく, 素因子の指数として捉えればよい（講義ノートの

定理 III.1.29, 講義ノートの定理 III.1.33）. 上の f の芽は局所既約枝を定める相異なる既約函数芽

の積に単元を掛けたものであり, 各枝は重複度 1 で現れる. この意味で f を Z の局所定義函数と呼

ぶ. これは特異点でも df 6= 0 という意味ではなく, 特異点では df が消えることがある（講義ノート

の命題 III.2.60, 講義ノートの定義 III.2.62）. なお, 一つの局所環での生成元から近傍上の層の等式

IZ |U = fOU へ進む点も非自明であり, 講義ノートの命題 III.2.60 の証明では, 岡の第 2 連接性定理

（講義ノートの定理 III.2.163）を用いている.

定義 2.3 (因子・有効因子・台). X 上の因子とは, 相異なる既約複素超曲面 Zν の局所有限な形式和

D =
∑
ν∈Λ

mνZν , mν ∈ Z

である. 全てのmν が非負のとき D を有効因子といい, D ≥ 0と書く. その台は

SuppD :=
⋃

mν 6=0

Zν

で定める（講義ノートの定義 III.2.59）.

補足 2.4 (局所有限性). 局所有限とは, X の各点が, mν 6= 0である有限個の Zν としか交わらない近

傍を持つという意味である. X が非コンパクトなら成分全体が有限個である必要はない. 一方, SuppD

がコンパクトなら非零係数を持つ成分は有限個となる.

函数の零点や極を, 超曲面に沿う位数とともに記録すると因子が得られる. 正則函数 f が各連結成分

上で恒等的に 0でなければ,
div(f) =

∑
Γ

ordΓ(f) Γ

*4 各開集合W ⊂ X に対して, IZ(W ) := {g ∈ OX(W ) | g|W∩Z = 0}と定め, 制限写像には正則函数の制限を用いる.
これがOX のイデアル層をなす（講義ノートの式 (155)）.
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と定める. ここで Γは f の零点集合の既約超曲面成分を走り, ordΓ(f)は Γに沿う零点の位数である.

この和は局所有限である. これは局所環 OX,p の Noether性に基づく解析集合の局所的な有限既約分解

から従う（講義ノートの定理 III.1.32, 講義ノートの定理 III.2.45; 因子の定義との関係は講義ノートの

定義 III.2.64とその直後も参照）.

有理型単元 f ∈ M∗
X(U)については, 局所的に f = g/hと表示して

div(f) := div(g)− div(h)

と定める. ここで有理型単元とは, 各連結成分上で恒等的に 0ではない有理型函数のことである. 負の

係数は極の位数を表す. この定義は表示に依存せず, div(fg) = div(f) + div(g)を満たす. 詳細は講義

ノートの定義 III.2.62, 講義ノートの定義 III.2.64を参照されたい.

2.2 局所方程式から直線束へ

因子 D を固定する. 十分細かい開被覆 {Uj}j∈J を選ぶと, 各 Uj 上に有理型単元 fj を取り,

div(fj) = D|Uj

とできる. 局所的には, 各既約枝の方程式をその係数のべきに上げて掛け合わせればよい. D が有効な

ら全ての fj を正則に取れる. 重なり Ujk := Uj ∩ Uk 上では

gjk :=
fj
fk

∈ O∗
X(Ujk), gjkgk` = gj`.

従って {gjk}は乗法的な Čech 1-cocycleである.

定義 2.5 (因子に対応する直線束). 上の cocycleが定める正則直線束を [D] → X と書く. 局所正則枠

ej を用いると, 本稿の規約では

ek =
fj
fk
ej on Ujk (2.1)

となる. すなわち [D]は [{(
Ujk,

fj
fk

)}]
∈ Ȟ1(X,O∗

X) ' Pic(X)

に対応する.

補足 2.6 (Weil因子と Cartier因子). 既約超曲面の形式和としての因子はWeil因子と呼ばれる. 一方,

上のような局所有理型方程式 {fj}を, 共通の細分と各 fj への正則単元の乗法を同一視して扱うものが

Cartier因子である. 複素多様体上では, 局所方程式の存在により両者は同一視できる. 従って [D]の構

成は被覆や方程式の選択によらず, 同型を除いて定まる. 周囲の空間が特異な場合には, この同一視を無

条件に用いることはできない（講義ノートの定義 III.2.67とその直後の説明）.
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2.3 有効因子の標準切断

命題 2.7 (標準切断). D ≥ 0とし, 上の fj を正則に選ぶ. 局所切断 fjej は貼り合わさって [D]の大域

正則切断
σD|Uj

:= fjej

を定める. これを D の標準切断という. その零因子は重複度も含めて D である.

証明. 式 (2.1)により, 重なり上で fkek = fjej となる. 従って局所切断は貼り合わさる. 各 ej は消え

ない局所枠なので, 切断の零点とその位数は fj のものに一致する（講義ノートの命題 III.2.65）.

特に σD は X \ SuppD 上では消えない. 次節ではこの切断を用い, 直線束上の計量から補集合上の

函数を作ることを考える.

3 曲率と補集合上の多重劣調和函数

3.1 Hermitian計量と因子の標準切断

正則直線束 L→ X の C∞ 級の Hermitian計量 h を, 局所正則枠 ej に関して

|ej |2h = e−ϕj

と書く. 実数値の C∞ 級の函数 ϕj を局所重みという. ek = gjkej なら ϕk = ϕj − log |gjk|2 である.

したがって局所的な (1, 1)-形式

√
−1Θh =

√
−1∂∂̄ϕj ,

√
−1

2π
Θh = ddcϕj

は X 上で貼り合う. 後者は c1(L) の実係数像を表す（講義ノートの式 (149), 講義ノートの命

題 III.2.22）.

定義 3.1. L が半正であるとは,
√
−1Θh ≥ 0 となる C∞ 級の Hermitian 計量 h をもつことをいう.

√
−1Θh > 0 となる計量をもつとき, L は正であるという. また, 遷移函数を絶対値 1の局所定数函数

に取れるとき, L はユニタリ平坦であるという. 解析空間上の直線束についても, 遷移函数を用いて同様

に定義する.

ユニタリ平坦な枠のノルムを 1とすれば, 曲率が零の計量を得る. 逆に, 曲率が零なら局所重みは多重

調和であり, 正則枠を変更してそのノルムを 1にできる. したがってユニタリ平坦性は零曲率計量の存

在と同値である（講義ノートの定義 III.2.123 とその直後の説明）.

以下, D を有効因子, Z := SuppD とし, σD を [D] の標準切断とする. [D] 上の C∞ 級の計量 h に

対して
ψh := − log |σD|2h on X \ Z (3.1)
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と置く. 局所的に σD = sjej と書けば

ψh = − log |sj |2 + ϕj .

Lelong–Poincaréの公式は, カレントの意味で

ddcψh = −TD +

√
−1

2π
Θh,

√
−1∂∂̄ψh = −2πTD +

√
−1Θh (3.2)

を与える（Lelong–Poincaré の公式そのものは講義ノートの定理 III.2.99 と講義ノートの式 (173) を

参照）. 特に X \ Z 上では
√
−1∂∂̄ψh =

√
−1Θh である. よって h が半正曲率をもつことは, ψh が

X \ Z 上で多重劣調和であることと同値である. 逆向きには, C∞ 級の重み ϕj の Levi形式が稠密な開

集合で半正なら, 連続性により Z 上でも半正となることを使う.

補足 3.2 (カレントと計量 –函数の対応). D =
∑
νmνZν に対して,

TD(η) =
∑
ν

mν

∫
(Zν)reg

η, η ∈ An−1,n−1
c (X).

特異点の近くでもこの積分は収束し, 閉カレントを定める. 講義ノートの定理 III.2.96, 講義ノートの注

意 III.2.98, および 講義ノートの補題 III.2.139 を参照されたい. また, X \ Z 上の C∞ 級の函数 ψ か

ら計量を復元するためには, 各 ψ + log |sj |2 が Z を越えて C∞ 級に延長することを要する. この条件

のもとで, それらを局所重みとする計量が定まる（講義ノートの式 (351)–(352)）.

3.2 曲面内の非特異な曲線と上田の分類

X を複素曲面, Z ⊂ X をコンパクト Riemann面とし, D = Z の場合を考える. [Z]|Z ' NZ/X な

ので,
(Z2) = degNZ/X .

法束の次数によって, 次のように状況が分かれる.

• degNZ/X < 0なら [Z]は半正でない. 実際, 半正曲率を Z に制限して積分すれば, deg([Z]|Z) ≥ 0

となって矛盾する.

• degNZ/X > 0 なら, ある近傍 V 上で [Z]|V は正である. 曲線上の正次数と正値性の同値は 講義

ノートの定理 III.2.177, 近傍への正曲率計量の拡張は 講義ノートの定理 V.5.1 の一成分の場合で

ある.

• degNZ/X = 0 なら法束はユニタリ平坦であり, 近傍の解析構造が重要となる.

最後の場合には, 第 3日に紹介した上田の分類を用いる. ここでいう比較は, [Z] と, 法束 NZ/X のユ

ニタリ平坦な近傍への拡張との比較である. (α) 型は有限上田型の場合, (β) 型は [Z] がある近傍でユ

ニタリ平坦となる場合, (γ) 型は形式的な比較は自明だが解析的な比較が自明でない場合である（講義

ノートの定義 IV.8.4, 講義ノートの注意 IV.8.5）. (α) 型では [Z] は半正でなく, (β) 型では半正とな

る. 後者の大域的半正性には, 次節で示す半正性の局所性を用いる.
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補足 3.3 (増大度による非半正性の説明). 有限上田型を µ とし, rZ = |σZ |h0
を固定した C∞ 級の

計量で測った函数とする. 上田の定理によれば, 0 < b < µ に対して, 穴あき近傍上の多重劣調和函

数 u = o(r−bZ ) は, 十分小さい穴あき近傍で定数となる. ところが C∞ 級の半正曲率計量があれば,

ψh = −2 log rZ +O(1) はこの増大度条件を満たす一方, Z に向かって +∞ に発散する. これが矛盾で

ある. 講義ノートの定理 V.4.6(ii) および 講義ノートの補題 V.4.4 を参照されたい.

(γ) 型については, 上田の構成した例で [Z] が半正でないことが, Koike–Ogawa の結果から分かる.

具体的には, 楕円曲線の suspensionでは, 横断方向の正則写像芽の線型化可能性と [Z] の半正性が同値

となる. 上田の例とこの同値関係については, 講義ノートの注意 IV.7.4 と 講義ノートの系 V.3.6 の証

明を参照されたい. ここで述べている非半正性は, この具体例についての主張である.

4 主定理とその準備

[K, Theorem 1.1]に基づく半正性の判定を, 講義で用いた仮定のもとで述べる.

定理 4.1 (有効因子の半正性と平坦近傍). X を連結なコンパクト Kähler多様体, n := dimX ≥ 2 と

する. D 6= 0 を有効因子とし, Z := SuppD は連結であるとする. [D]|Z がユニタリ平坦であると仮定

する. このとき次の条件は同値である.

(i) [D] は半正である.

(ii) Z のある開近傍 V 上で [D]|V はユニタリ平坦である.

(iii) Z を覆う X の開集合族 {Vj} があり, 正則函数 wj : Vj → C が各 j で存在し,

w−1
j (0) = Z ∩ Vj

を満たし, 各比 wj/wk は Vj ∩ Vk 上の絶対値 1の正則単元に延長する.

条件 (iii) では, wj の零因子の重複度が D の重複度と一致することをあらかじめ仮定しない.

補足 4.2 (講義ノートの主定理との関係). 講義ノートの定理 V.2.5 は, [D] が nefで数値的次元 1であ

るという仮定のもとで同じ同値を与える. ここでは [D]|Z のユニタリ平坦性から, Kähler形式 ω に対

して ∫
X

c1([D])2 ∧ ωn−2 =
∑
ν

mν

∫
Zν

c1([D]) ∧ ωn−2 = 0 (4.1)

となる. また D 6= 0 は有効なので,∫
X

c1([D]) ∧ ωn−1 =
∑
ν

mν

∫
Zν

ωn−1 > 0.

半正性を仮定すれば [D] は nefである. 半正な曲率形式の二乗の積分が零なら, その階数は各点で高々

1 となるので, 上の 2 式から数値的次元は 1 となる. したがって講義の主定理は, 講義ノートの定理の

この設定における形である. nef 性と数値的次元の定義は講義ノートの定義 V.1.9 と 講義ノートの注

意 V.1.11 を参照されたい.
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4.1 交点行列と重複度の比較

主定理の条件 (iii)から因子の重複度を回復するため, 線型代数の事実を準備する. A を実対称 N 次

行列とし, 非対角成分が非負で, aνµ > 0 を辺とするグラフが連結であるとする. 最大固有値を λ と書

くと,

λ > 0 ⇐⇒ ∃m ∈ RN>0 Am ∈ RN>0,

λ = 0 ⇐⇒ ∃m ∈ RN>0 Am = 0,

λ < 0 ⇐⇒ ∃m ∈ RN>0 −Am ∈ RN>0.

最大固有値の固有空間は 1次元であり, 正の固有ベクトルで生成される. A が整数行列なら, 各条件の

m は正の整数ベクトルに取れる.

補足 4.3. この事実は講義ノートの補題 II.2.1と講義ノートの命題 II.2.2, また [KU, Proposition 3.2,

Lemma 3.3] にまとめられている. 十分大きな c > 0 に対して A + cI に Perron–Frobeniusの定理を

適用する方法もある（講義ノートの定理 II.2.5）. 固有空間が 1次元であることは, 独立な 2本の固有

ベクトルがあれば, ある成分が零となる非零固有ベクトルを作れてしまうことからも分かる.

主定理の設定で, Z1, . . . , ZN を Z の既約成分とし,

A = (aνµ), aνµ :=

∫
X

c1([Zν ]) ∧ c1([Zµ]) ∧ ωn−2

と置く. この行列は上の仮定を満たす. D =
∑
mνZν と書くと, [D]|Z のユニタリ平坦性より Am = 0

である. したがって, 同じ台をもつ有効因子 D′ =
∑
m′
νZν が∫

Zν

c1([D
′]) ∧ ωn−2 = 0 (ν = 1, . . . , N)

を満たせば, Am′ = 0と核の 1次元性から D′ = aD, a ∈ Q>0 となる. これが講義ノートの補題 V.2.6

の内容である. 高次元で一般の ω を用いた行列 A は実係数だが, この比例係数の有理性は m,m′ が整

数であることから従う.

4.2 半正性の局所性と容易な含意

命題 4.4 (半正性の局所性). X を複素多様体, D をコンパクトな台 Z をもつ有効因子とする. [D] が

X 上で半正であることと, ある開近傍 V ⊃ Z 上で [D]|V が半正であることは同値である. さらに, V

上の半正曲率計量は, Z のより小さい近傍でそのまま保って, X 上の半正曲率計量に延長できる.

証明. 制限の向きは明らかなので, 逆向きを示す. Z = ∅ なら σD を大域正則枠とする零曲率計量を取

ればよい. 以下では Z 6= ∅ とする. V 上の計量から ψ = − log |σD|2h を作り, Z ⊂ W b V と取る.

∂W の近傍で ψ < C − 2ε となるように C を大きく選び,

Ψ =

{
RegMaxε(ψ,C) on W \ Z,
C outside W
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と置く. ここで RegMaxε は C∞ 級に正則化した最大値である. 二つの式は ∂W 付近で一致し, Ψ は

X \ Z 上で C∞ 級かつ多重劣調和となる. 一方, ψ → +∞ により, Z の十分近くでは Ψ = ψ である.

したがって計量 –函数の対応を用いて, 求める計量が復元できる.

補足 4.5. この命題に X のコンパクト性や Kähler性は不要であり, 因子の台のコンパクト性を使って

いる. 講義での χ ◦ ψ による構成は, χ(t) = RegMaxε(t, C) と取ったものである. 詳細は 講義ノート

の命題 V.2.1, 正則化最大値は 講義ノートの例 I.4.9 を参照されたい.

主定理の (ii) から (i) はこの命題で従う. また, 平坦な正則枠で標準切断 σD を書けば, その係数函数

は (iii) を満たす. この向きでは零因子の重複度も D と一致している.

逆に (iii) の函数の零因子を貼り合わせてD′ =
∑
m′
νZν を得る. その遷移函数の絶対値は 1なので,

[D′] は Z の近傍でユニタリ平坦である. 上の数値的比例性から, 正整数 p, q を用いて pD = qD′ と書

ける. [D′]⊗q ' [D]⊗p の平坦計量の正の p 乗根を取れば, [D] の平坦計量を得る. これで (iii) から (ii)

が従う. 正則函数の根を選ぶ必要はなく, 既に与えられた直線束上で計量の根を取っている.

5 主定理の証明の概略

残るのは (i) から (ii) である. X の Kähler形式 ω を一つ固定する. [D] 上に半正曲率をもつ C∞ 級

の Hermitian計量 h を取り,

η := |σD|2h, ψ := − log η on X \ Z

と置く. ψ は多重劣調和で, Z に向かって +∞ に発散する. まず十分高いレベル集合が Levi平坦とな

ることを示し, そこで得られる係数函数の振る舞いに応じて二つの場合に分ける. 以下は 講義ノートの

定理 V.2.5 の証明に沿った概略である.

5.1 Step 1: レベル集合の Levi平坦性

まず, Z の十分近くで dψ 6= 0 となる. 実際, 局所的に η = |sj |2e−ϕj と書き, 実解析的函数 |sj |2 に

Łojasiewiczの勾配不等式を適用すると, ある c > 0, 0 < θ < 1 に対して∥∥∥∥∂sjsj
∥∥∥∥ ≥ c|sj |2θ−2 −→ +∞ (sj → 0)

を得る. ∂ϕj は有界なので, ∂ψ = −∂sj/sj + ∂ϕj 6= 0 となる. この議論は, Z が特異でも D に重複度

があっても適用できる（講義ノートの定理 III.2.57, および 講義ノートの定理 V.2.5 の証明）.

したがって, 十分大きな t に対し

Mt := {ψ = t}, Ωt := Z ∪ {ψ > t} = {η < e−t}

は, それぞれ C∞ 級のコンパクト実超曲面と Z の近傍となる. Mt は {ψ < t} 側の境界として向き付

ける. これは Ωt の境界の向きとは反対である.

10



補足 5.1 (レベル集合の連結性). 十分小さな η の劣位集合の各連結成分は Z と交わる. そうでなけれ

ば, その成分内で η が正の最小値を取り, dη 6= 0 に反する. Z が連結なので劣位集合も連結となる. 解

析的超曲面を除いても連結であり, η は穴あき近傍から小区間への固有な沈め込みとなる. Ehresmann

の定理を用いると, レベル Mt も連結である. 講義ノートの注意 III.2.95, 講義ノートの定理 I.8.7, およ

び 講義ノートの定理 V.2.5 の証明 (pp. 709–710) を参照されたい.

ここで Nemirovskiの議論にならい,

F (t) :=

∫
Mt

dcψ ∧ ddcψ ∧ ωn−2 (5.1)

を考える. 選んだ向きと ψ の多重劣調和性により F (t) ≥ 0 である. また, t1 < t2 に対して Stokesの

定理から
F (t2)− F (t1) =

∫
{t1<ψ<t2}

(ddcψ)2 ∧ ωn−2 ≥ 0 (5.2)

となる. すなわち F は単調非減少である.

補足 5.2 (境界の向きと積分の非負性). ν を ψ が増加する向きの実単位法線とすると, dcψ(Jν) =

dψ(ν)/(4π) > 0 である. Jν に続けて複素接空間 TMt ∩ JTMt の複素向きを並べると, 上で選ん

だ境界の向きになる. この向きに関して (5.1) の被積分形式は非負の密度である. 講義ノートの定

理 III.2.191 の証明と 講義ノートの式 (353)–(354) を参照されたい.

次に極限を求める. Z の近くで h に一致し, 少し大きな近傍の外では |σD|h̃ = 1 となる C∞ 級の計

量 h̃ を選ぶ. これは 講義ノートの補題 III.2.146 の構成で得られる.

α :=

√
−1

2π
Θh̃, ψaux := − log |σD|2h̃

と置く. α は C∞ 級の閉形式で c1([D]) を表し, X \ Z 上で α = ddcψaux となる. 大きな t に対して

Mt 近傍では ψaux = ψ なので, Stokesの定理により

F (t) =

∫
X\Ωt

α2 ∧ ωn−2

=

∫
X

α2 ∧ ωn−2 −
∫
Ωt

α2 ∧ ωn−2. (5.3)

Ωt は Z に縮まり, 解析的超曲面 Z の体積は零である. α が C∞ 級なので最後の積分は零に収束する.

したがって (4.1) と合わせて

lim
t→∞

F (t) =

∫
X

c1([D])2 ∧ ωn−2 = 0.

これは 講義ノートの式 (355)–(356) の計算である.

非負で単調非減少な F の終端値が零なので, F (t) = 0 である. 被積分密度が非負であることから,

Mt の複素接空間上の Levi 形式のトレースは零となる. その形式は半正定値だから零であり, Mt は

Levi平坦である. さらに全体の複素 Hessianも半正定値なので, 複素接方向と法線方向の混合成分も零

となる. dψ 6= 0 と合わせると, 穴あき近傍上に C∞ 級の函数 f ≥ 0 が存在して
√
−1∂∂̄ψ = f

√
−1∂ψ ∧ ∂̄ψ (5.4)
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となる. これが Step 1の結論である（講義ノートの式 (357)）.

5.2 Step 2: レベル集合上で非定数となる場合

まず, 上で得た等式
∂∂̄ψ = f ∂ψ ∧ ∂̄ψ

を微分する. 右辺を微分して現れる ∂∂̄ψ を再びこの等式で置き換えると,

df ∧ ∂ψ ∧ ∂̄ψ = 0

を得る. したがって, f は各 Mt の Levi葉に沿って一定である.

任意の十分大きな t0 に対して, ある t ∈ (t0,+∞) が存在し, f |Mt
が非定数となる場合を考え, そ

のような t を一つ固定する. Sard の定理により正則値からなる区間を取り, その中から異なる 3 点

r1, r2, r3 を選ぶ. レベル集合
{x ∈Mt | f(x) = rj}

の連結成分を, この区間に沿って整合的に選び, Γj と書く. f が Levi葉に沿って一定であることから,

Γj はX の連結な非特異コンパクト複素超曲面となる. また, これらは互いに素であり, 同じホモロジー

類を定める.

ここで Neemanの議論による fibrationの構成（[Nee, pp. 109–110]; コンパクト Kähler多様体にお

ける形は [KJDG, Lemma 3.6の証明, p. 1220]および講義ノートの補題 V.2.7）を用いると, コンパク

ト Riemann面 R への, 連結なファイバーをもつ全射正則写像

π : X −→ R

が得られ, 少なくとも一つの Γj はそのファイバーの台となる. Remmertの定理より π(Z) は R の解

析的部分集合である. Z は連結で, このファイバーと交わらないので, π(Z) は一点である. 交点数を用

いてファイバーの台と重複度を比較すると, ある p ∈ R と a ∈ Q>0 に対して

π∗{p} = aD

となる. 基底の p のまわりの局所座標を引き戻すことにより, 左辺の因子に対応する直線束は Z の近傍

で自明である. 正のテンソル冪を取り, 最後に計量の正の根を取れば, [D] は Z の近傍でユニタリ平坦

となる.

補足 5.3 (3つの超曲面と重複度の比較). 講義ではこの段階を簡略化した. 正則値の区間上で一つの連

結成分を追跡できることは Ehresmannの定理による. 得られる 3つの超曲面は isotopyで結ばれ, 対

応する直線束の整係数第一 Chern類が等しい. fibrationの構成は 講義ノートの補題 V.2.7, 元の因子

D との数値的な比例は 講義ノートの補題 V.2.6 にまとめられている. Z がファイバーの台全体となる

ことを含む詳細は, 講義ノートの定理 V.2.5 の証明 (pp. 708–711) を参照されたい.
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5.3 Step 3: レベル集合上で一定となる場合

残るのは, 十分大きいすべての t に対して f |Mt
が一定となる場合である. レベル集合の連結性と

dψ 6= 0 より, ある C∞ 級の実函数 g を用いて

f = g ◦ ψ

と書ける. 一変数の常微分方程式
χ′′ + gχ′ = 0 (5.5)

を解き, ψ̃ := χ ◦ ψ と置く. すると

∂∂̄ψ̃ = χ′(ψ) ∂∂̄ψ + χ′′(ψ) ∂ψ ∧ ∂̄ψ
=

(
χ′(ψ)g(ψ) + χ′′(ψ)

)
∂ψ ∧ ∂̄ψ = 0.

したがって ψ̃ は多重調和函数である.

ここで解 χ を適切に正規化すると, s → +∞ において χ(s) − s → 0 とできる. D の局所方程式を

sj とし,
|σD|2h = |sj |2e−ϕj , ψ = − log |sj |2 + ϕj

と書けば, ψ̃ + log |sj |2 は Z の近くで局所有界であり, Z の外で多重調和である. この函数を Z を越

えて多重調和に延長したものを ϕ̃j と書くと,

ψ̃ = − log |sj |2 + ϕ̃j .

局所計量 e−ϕ̃j は貼り合わさり, [D] 上の曲率が零の C∞ 級の Hermitian 計量を与える. これで定

理 4.1 の半正性からユニタリ平坦性への含意が示された.

補足 5.4 (常微分方程式の正規化と増大度). 講義では, 解の正規化と増大度の評価を省略した. 以下

は 講義ノートの定理 V.2.5 の証明 (pp. 711–712) に基づく補足である. η := |σD|2h = e−ψ と置くと,

f = B(η) と書ける. Z の一つの既約成分の非特異な点を他の成分を避けて取り, その成分の D におけ

る重複度を m とする. 局所的に η = |w|2me−ϕ と書くと,

f =
|w|2 ∂2ϕ

∂w ∂w̄∣∣∣∣−m+ w
∂ϕ

∂w

∣∣∣∣2 .
実弧 w = r ≥ 0 に沿って η1/(2m) を局所座標として用いることにより,

B(t) = t1/mA(t)

を得る. ここで A は t = 0 まで連続な函数である. f は η のみの函数なので, この一つの評価がすべて

の十分小さいレベルに適用できる.

η に変数を替えると,

∂∂̄η = Gη(η) ∂η ∧ ∂̄η, Gη(t) =
1

t
− t1/m−1A(t). (5.6)
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これは 講義ノートの式 (358) である. 講義ノートではこの係数を G と書くが, 本文の f = g(ψ) に現

れる g とは異なるので, ここでは Gη と区別した.

具体的に

Q(t) :=

∫ t

0

s1/m−1A(s) ds,

H(t) :=

∫ t

0

eQ(s) − 1

s
ds

と置く. Q(t) = O(t1/m) なので H(t) = O(t1/m) であり, H(0) = 0 と連続延長できる. u(t) :=

log t+H(t) は u′′ +Gηu
′ = 0 を満たし,

ψ̃ = −u(η) = ψ −H(η)

は多重調和となる. 元の ψ の変数に戻せば,

g(s) = e−s/mA(e−s), χ(s) = s−H(e−s)

であり, (5.5) と χ(s)− s = O(e−s/m) → 0 が従う. この ODEの一般形は 講義ノートの小演習 I.4.15

にあり, 対数主項をもつ解の存在と一意性の詳しい証明はその解答 (pp. 808–809) に記されている.

補足 5.5 (特異な Z を越える延長). 上の議論は Z が特異であったり, D が重複度をもったりする場合

にも適用できる. 実際,
ψ̃ + log |sj |2 = ϕj −H(η)

は Z の各点の近くで局所有界である. 複素多様体内の解析的超曲面は局所的に pluripolarであるため,

講義ノートの補題 III.2.94 の多重調和函数の可除特異点定理を用いられる. 延長された函数の計量と

しての遷移則は, 稠密な補集合で成り立つ等式を連続性によって延長することで得られる. 詳細は 講義

ノートの定理 V.2.5 の証明末 (p. 712) を参照されたい.

6 半正な有効因子の補集合と Hartogs型拡張

最後に, [D]|Z のユニタリ平坦性を仮定せず, 半正な有効因子の補集合における正則函数を考える.

系 6.1 (fibrationと Hartogs型拡張の二分法). X を連結コンパクト Kähler多様体, D 6= 0 を有効因

子とし, Z := SuppD は連結とする. [D] が半正ならば, 次のちょうど一方が成り立つ.

(i) コンパクト Riemann面 R, 連結なファイバーをもつ全射正則写像 π : X → R, 点 p ∈ R, 正の有

理数 a が存在して, π∗{p} = aD となる.

(ii) Z の任意の連結開近傍 V ⊂ X に対して, V \ Z 上の正則函数は X \ Z 全体へ一意に延長する.

これは 講義ノートの定理 V.2.9 の主張である. (ii)では, 因子に近い側で与えた正則函数を補集合全

体へ延長できる. 一方, (i)の場合には基底の局所座標を用いて, 別のファイバーに極をもつ函数を Z の

近くで作れるため, (ii)は成立しない.
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